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1. Теорема о непрерывной зависимости решения задачи Коши от правой части и 
начальных данных. Теорема сравнения (неравенство Чаплыгина). 

Теорема :
Пусть fs.lt , у ) и falt , g) нспрерывны в A- Ilti ! lt-tolET.AE УЕВ }
и fs.lt . g) E hip (а) по у ( Эно : lfsltiyl-f.lt ,ТЕ НУ - 51 tify) ,Айĸа )
Если yrlt) , учи - решения задач Коми на [t. - Т

,to-TJ.li:1?:::.III:{iii.ммммм.. /
Доĸазательство :

yeltt-yontt.to/fsCT.yeCTDdT.tEEto-T.totTJyzltI=yoz+toIf2lT
, уж)) DT

,
TE [to -

T.to/-TJIyeltI-yrltIIsIyoi-yodt/Ifffs.HiyeHII-frIayrCTNd-l---lYa-yaI
t.IE/HfdIt/to/HskiyIII-fdayiTNdtH-CLip(Q)

⇐ ( 141 - Уол -1 T.fi#alf1It.y)-fzlt,y)/)tLlE/ly1IH-yrHldt/
Пошлине Гронуолла - Беляшана :(oszltkctdlt.tt/=szItIscedtt-td)/y1HI-yaltI/Elyoe-yo2ltT.fi#alfeltiyl-f2It,y)/expILlt-tol}

Теорема (сравнения ) :
Пусть fs.lt/y1.f2lt.y ) непрерывну в Qt=LНу ) : toststo-T.AEу E В 3
и Э непрерывная Жру в Qt .

Если УИН , учи) - решения задач Коми на|!!!!!!!!!!!!!!!:[ты """ "дудĸи)
Доĸазательство :
ykltl-yb.lt ) = ДА, у It) ) - f. (t.ys.lt)) =LНу, А ) ) - f, lt, рН)) +ДА,рН)) -fdt.gr/tD---jfffflt.y2lt)-iQly1ItI-yrltNdQo(Y1ltI-Y2ltDtfsItiyalt)) - 721492А))

✓ формула ĸонечных приглашений

Пусть rltl-ytltl-ys.lt/,pAkofH1bylt.ydtItQIyeltI-ydtNdQ,hltI--f1H,ydtt)-АН, уии)
⇒ V

' (f)= рН) - vltlth.lt/.tEEto,totT3
Его решение с начальным условием Vlto ) = ул - уог :

✓НЕ Ща - ул) - ехр 1¥ fpcslds.lt#fexplEfpGldgIhHIdt
По условию yoezyor , hlt) 70 ⇒ vlt) = у,А) - учA) 70 , tc-lto.to+ТЗ



2. Теорема о непрерывной зависимости решения задачи Коши 
                       для ОДУ 1-го порядка от параметра.

Теорема :

f-Ну , µ) непрерывна
в Qµ=LНу , µ) : H

-НЕТ
, АЕУЕВ , МарĸМ1 и

f- (ну , µ ) E Ир (аµ) ( Э L : lflt , у , , µ)-fltiyr.ME Ну , - ул ) и уо (µ) C-СЕМЯ]
Если ylt , µ) - решение задачи Коши : у

'A) = flt , у , µ )(томный %? ты! 3.«¥13
""" )

Доĸазательство :
Но и Мотьµ E Сри . Мг) . Уч A)= ylt , Мо) , yrltl-y-Mo-DN-lt.ly/--flt,y , но) ,

f-2 (t , g) = f- (t , у , но+ В µ) , ул = Уо (Мо) , уог = уо (но+ Вµ )

для yrlt) и учи) выполнено условие теоремы о непрерывной зависимости
решения задач ĸожи от исходных данных :

« [t.FI?,lYtH-YrltIIE(lYoi-yorItTfIalfeItiy)-f2ltiy
) ) ) ехр 1513

Пусть Е>о . Уо ( µ) C- С [µ , .Мг) : 3516), m.ie/ylMotDM)-yGuo)/E2exEp) , ВМК 8,14
f-Ну , µ) равномерно непрерывна на Оун : 7826 ) , т - г ttelto-THI-TJ.geА , ВЗ :

/ f- Ну , рь -ди) - fltiy.ph/s2Texp при ЮНЕ 826)

Тогда э 5-mintЫЫ ,НА : lylt , но ) - УН , можж)ККТ#T.si#D=E,lDMk8CE)



3. Теорема о дифференцируемости по параметру решени задачи Коши               
                                                для ОДУ 1-го порядка.

Теорема :

Пусть fltiy , µ) непрерывна
в QM-llty.lu/:lt-tolET.AEyEB , МарĸМ1

и имеет непрерывные fylt , у , µ ) , f-µ (t.y.lu ) , а уо (µ) непрерывно
дифферентрусла на [µ , НО .II.iii.iii.iii.÷:
Доĸазательство :
✓ (t

, µ ,дµ) = YHIMTDH-yltil.tt Но -T.tt- ТЗВМ

✓
" (t, µ , аµ ) = fltiylt.M-DMI.lt/u)-flt,ylt1M)=

Вµ
= flt.tt/+fItiyltiMiMtDM)-fIt.ylt,M

Вµ qlt, ммм) 2
Вµ
-Формула ĸонечных

, fltylt.MN/,MDlu)-f#N--
приращения рН.µ,ору Вµ
-

= iffylt.ytmtoylt.pro/u-ylt,µ)),µ + «µ)@ .

yltiMDMI-y.lt
Вµ

⇒ V
' (t ,µ ,ди) = plt ,µ,ди) VII.µ,мин да ,µ, он)

✓Но, µ , вµ ) = # (Уо(МДМ) - уо (µ))
Решение этой задачи Коми :

✓(t,µ .rs/u)=YdMtDMl-YexpffofplgMisM)dsHIfqA,мам)ехр#(pls.ms/u)ds)dE)Вµ

уши) нет -но диф -та : ддд.HN/DIh-YoI--Ifu(µ)
III. РИТМ , он) -fylt.ylt.lu) .µ) , ftp.9lt.MDM-ffult ,МАМ)
⇒ ЧТА ,µ)-Думан .rs/N--d#NexPfIffyls.moHdst

+БАНК,да ,µ) ,µ) expffffyls.yls.lu) ,µ)А



4. Основные понятия теории устойчивости по Ляпунову. Теорема об асимптотической 
устойчивости нулевого решения линейной системы с постоянными коэффициентами.

АПН -

да)--МЛН . .. . . УМЖ
Определение : dt = flt , уж
решение III.Б) задачи Коми { дно) = до , где

Htiyklfeltiuh-fnlt.INT

Называется УСТОЙЧИВЫМ по Ляпунову .
если

50= (Уа , - - . . Уa)T

FE>о ЭНЕ
, 50170 ,

тч . для t5://yo-yolk.SE , То) Э решение III. Б ) и :{ "21%2222%221:L:{ ĸняжны -тайне )

Определение:
Решение БАТЛ - асимптотыесли устойчиво ,

если оно устойчиво но Ляпунову{ и 780>0
,
т.ч V Го : ĸто - Пиво Э#До 1151t.FI -НЕТ) 117-0

В случае III. о , . . . . d-- Буй задача Коми имеет нулевое решение
БН , Б1 - 5- (а . . . , ОТ lttzo

Проблему устойчивости решения ТНТ) можно свести ĸ проблеме для
нулевого решения : ТАК ТЫ - БА , То)

Теорема : 2¥ -- АЙ , где A- laij ) , а ER

Пусть вещественные части собственных значений A://2edkco.tk -Т[
Тогда нулевое решение ТА f- E- ааиипотичесĸи устойчиво

]
Доĸазательство :
Пусть ТНК 5145) - решение задачи ĸожи : 77 A-515101=5
ТНК ZH ,0150
Пусть р = тах Re Хĸ со .

6-Т . Выберем малоеV ,
что а=p +но

Тогда эсэ , т.ч : IZijlt.dk Сэ expldtt.to (lzijls.dk/gijlsll.lexplXkS3kCrexpIlpt7)s3)
⇒ ЛБЫ НЕ псэехр 12411911 ( IyjШК вA)КИННИ , где ЙН) =ВАНН))

Если положить 861=2%7 ,
то из 115186)⇒ ЛЕНКЕ ttzo

Асимптотыисĸал устойчивость следует из exptatу→ о при#но



5. Теорема об устойчивости нулевого решения линейной системы с постоянными 
коэффициентами. Теорема о неустойчивости нулевого решения линейной системы с 
постоянными коэффициентами.

Теорема :
Пусть Rew-O.tk -_ Тп , где Ж

- собств . значения А , причем
размерности ĸаждого собственного подпространства , отвечающего|Дойдет:fЕЁEI юнитовушами
Доĸазательство :

• 2-A. D= ИНУ
" (А ttzo

Для эл - ов, отвечающих собственным значениям ЛеХĸо :IYijltlkcijexptatl-lyijlscij.tt70
, т.ĸ

но

По условию элементы УИН)
,
отвечающие2- iq (Кеĸ о) , являются

ĸомпонентой веĸтор - ф -ни из ФСР : ТАКТЕ expltt}
МнеНИ= lhkellexptigt31-cke.tt чо
⇒ все эл -ты ограничены ⇒ zijlt.de Й ,

Но

y-ttt-ZH.AT⇒ Нужна n ЕНТИ ⇒ нулевое решение устойчиво
• Пусть ПЕС

" соотв . 1=19 , д>о . Иhll=L
.

-
-
→ ТАК 0,580ЖеБехр tqt} , So >о - решение системы 47 АБ:

: E-о : 5101=0,580Же Б , 1156111£ 0,580 ИБН= 01580
i. Для во >О из so Оĸр-ти нулевого решения стартует построенное
"
- выше решение ТН), но g-A)→Бпри 1-→ +х (например , ТАК) = 0,55оĸей#б
при tk - 21749 ,

КЕМ)

Теорема :
Пусть выполнено : 1) А имеет ХК , что Коĸ > о;

или 2) А имеет Хĸ
, что

Re Не = О и размерности собственного(mail.IE:17 *КЛЕЙНЕР .мачете:)
Доĸазательство.
• f-ptiq , где р» . фо .

E- БыПТ
.

НЙН=L

ТАК 055 Retexp ((pti g)t) = 0,58 explptslhcosqt-hs.inqt) , s» -
решение системы 4-Idt- Ай. F.
E-о : 5101=0,58 Бĸ , 1151011110,58 НЙ = 0,58

. I
Для 75 >о из f- онр -ти нулевого решения стартует решение УСЕ), для
ĸоторого при t - tĸ

= 21749 , не HV ,
ĸ → то:

4-НИ= 0,58 Пĸ ехр 1217419}, 11511411=0,58 НТН ехр1217419}→ +х

• Если у А 2=19, фо , ĸратность ĸоторого превосходит регулярность
собственного подпр-ва, то 75>о 3-решение вида :

ТНК 0,58 Re (g-tth) expliqts-assfg-R-Ehdcosqt-lgftth.IS/nqt), 8>о
5101=0,58125, 1151011110,58

где E-Т ТЕ - собственный веĸтор , 9-=Т -1197- присоединенный , 11911=1 .
g-А) стартует при 1=0 из 8 Оĸр -ти нулевого решения , а при E-Не 21749

KEHV
,
ĸ→ +х : 5114=0,58 (g-Rttkh) , ПУТИНКИ БКИ → 1-х



6. Исследование устойчивости по первому приближению (первый метод Ляпунова). 
Формулировки, примеры.

Рассмотрим с-му : ЧЁ ЕБН ) , где ПЕНЫ . . . . .tn#T;3fIOI--Q Ж
⇒ 75111=0 - нулевое решение

Пусть fily ) дважды непрерывно диф -мы в онр - ти начала ĸоординат .

Тогда НА = АННЫ , где A-РЁМ . . . . О )) , i. i --й ,Айĸон
' 'ЁЩЁ

Ленина : ReНĸо
,
К=Т . Тогда 75070 и Эро 7- So>о ,

тч решение БНР
Задачи Коми dtdf.tt = Ада) +Пути) , утонут , где 1151180 удовлетворяет
И БАТИК до tttzo

Доĸазательство : dy
• JFItl-RITA.gl) : #

'
= АНН ЕН) , утонут

Его решение ТНК ZIt.dy-FIZH.AEНА ⇒ ТНТ)-7НАТЁРНАЙТИ
Эмо и Мно

,
т -г : 11 Zlt , о) ут На М1 ехрНИ 11511

] М2>о
, m.r://ZH.tlТут ,БЛИ E М2expldlt-HIHRITH.TN/l:-M--maxIMs.Mrrl: НТА ,# НЕ Mexptdttllyolltmotfexphdlt-HIHRITH.TN/ok

: Зафиĸсируем в> о : ЛЖЕЦ ; для этого в Эро > о ,
что 1151190 : НЫТИК 611511

I so-minlfm.FI
"

.

. ] уA. уй ) при E-о удовлетворяет 11501180 ⇒ ИБН ' во ⇒ НУШПИЦ на [О .tt) .
"

. Пусть t#от . е ЭНЕ (О , td://ytt.TN/lspoVtELat1) , 115Кнут) 11=90
"

,
ИПТК . Т)) НЕ 61151Г , E)11169 ,

о a-таĸ

↳ И БОЖЬЕ РИМ
⇒ до- И учтут)На ffexplatt-MG.it/exp(aLtrtDdreftMffl1-exptdtsK- ¥ ? !

Теорема :
Пусть fjly) дважды непрерывно диф -мы в Оĸр -ти начала ĸоординат . f-Т .

Если все Пежо матрицы A- ( ТВЦ (о , . . . .
О)) Нет , то нулевое решениеIII.¥117231772521217.im ммм .

/
Доĸазательство.
Пошлине во > О и Эро? So»

. Возьмем из бооĸр -ти нулевого решения т . Т .

НБА , ТНК ро и НПСРтут))На 6115ТРИ ,
ĸто

Для всех to://TA.gl/KMexptatIllyoIItM6expldtyIfexpt-AIllyTT . F)НА

] ultkexph-dttllytt.TN/:OsultIsMHyoIItM6otIuHIdT
По летие Гронуолла - Беллмана : иЩЕМИТ II. ехр IMGT}

Т.ĸ Мы¥ : ИБН . 5) НЕ МНУТexpIMGt-tk-MHTIIexplfatIT.ie
но ⇒ аиилпнготичесĸая устойчивость



7. Положительно определенные функции и их свойства. Метод функций Ляпунова 
(второй метод Ляпунова). Теоремы об устойчивости и асимптотической устойчивости.

Определение : Ну ) : R
"
→ К - положительно определенная ф - ня наМая) :

ДНР ? О , ТЕЛ Р

✓ 151=0 ⇐ 5=0 D= ЕБЕТ : 11511 E R }

Лемма : V 151 - непрерывная и положительно определенная ная ф - ня :

1.VEпо ЭЕ2>0
,
т -ч БЕЛ , 1151179 ⇒ Vty)Z Ег

2. V Ехо ЭЕЗ >О ,
т -г ЦЕЛ , V (5)12⇒ 115117 Ез

Доĸазательство :
1. От противного .

76> о
,
К2>О ЭТ : 4111511 E R и V (5) с Ег .

Возьмем последовательность Ос Еаĸ→ О
, тогда найдется посл -ть

Уĸ : Ее 115НЕ R , Нуĸ)→ о . Под посл -то ун является сходящейся ,

т.е уĸт→ Г , Ее НГ " E R . В силу непр - ти V (Тнт)→ V (5) =О⇒ F- о .
? !

2. От противного - ЭЕг>О
,
что для нон

-

ти Ос Езĸ → О НАИДЕТСЯ
посл- то уй , что НБИК Езĸ ,

V (УЖЕ2 . В силу нет - ти V (уй)⇒ Но ) -0 .

? !

Следствие : ужЯ⇒ 1560 ⇐ И#→ о }
Если при НО ТАНЯ , то при t→ +а { g-A)→ ⑤ ⇐НуA)→ о }

Задача ĸожи : 9¥ = f-НТА )) , То) =ПЕЛ , flt , g)= (fs.lt , ys . . . . . yn) . . . . , fnlt.gr . . .-УП
и fjlt.gs . . . . , yn) определены и непрерывен на Сано) × Я , fjlt ,о , . . . . О ) = О , j --Т .

Но

д
Определение : Непрерывно дифферентруемая и положительно определенная на
л ф-ия Ну) ну -и фунĸцией Ляпунова , еслиЁБ fjlt ,Рао , t.IER, но
Теорема (об устойчивости ) :
Пусть на Л существует ф -ия Ляпунова Ну) . Тогда нулевое решение[
УБЕЙТЕ является устойчивым помещиĸу .

)
Зафиĸсируем Е, C- (О, R) ,

7ЕЕ Ez (а )
,
т - Ч ПЕЛ и 115117 Е, ⇒ И5)же

В силу непр
- ти Ид ) в нуле 78=86261)) , m.cl/y-lKS ⇒ V(5) E

E42
. (35£G)

Рассмотрим произвольную начальную точĸу Путнаs .
E- О : 11510111=11501469 и НПО))а 42 .

В Силу непрерывности Пушĸина tELO.tt) . Пусть ЭНЕ 10, то) , тогда ЛуАННЫ
✓ (ПН ) ) - V(510117 Е2- ЕЕ = ¥70 и КУШАЮ
при этом 774£.TT#dHft--EYyffiAyTtHo
⇒ ИНН) не возрастает на [о , t, ] . Получили противоречие ⇒ -4=-10
НЕ, > о 78=861 ) , т -

ч 1150118 ⇒ 11514ПИКЕ , 7170 ⇒ решение устойчиво



Теорема : (об асимптотыясной устойчивости)
Пусть на A- существует ф -ия Ляпунова Ну) , тчЁБАНА -МР,$72422НУ.info:7722271 )
устойчивым по Ляпунову .

Доĸазательство :
Устойчивость следует из теоремы выше . Оттуда же следует
ограниченность траеĸтории БН) , посĸольĸу ИПАП)И11.

dtl-EYfg.tt,g) e - нужно ⇒ ИНН) огр - снизу и не возрастает

⇒ э lim Иди) =но
E-их дилемма

.
Н- 2

Если х> о
,
то в силу невозрастания ИНН) ? Х ЭЕЗ =ЕМ) , что

11 УШИ ? Ез > о tt70 - Для W(5) (лемма n - 1) 7f- ВСЕs) , тг
W(УК)) 7-В ttt ? О . Тогда при ↳но : (формула ĸонечных притеснений Лагранжа)

✓(да)) - И56)) = dvt5ts-wlylshts.pt → -х ?! ( Куро)
dt

Таĸим образом ĸо и КУНИ→о ⇒ БЫ → ⑤ при t-это



8. Классификация точек покоя линейной системы.



9. Постановка краевой задачи для линейного ОДУ второго порядка, редукция к 
основной краевой задаче. Тождество Лагранжа, формула Грина и их следствия.

Ао (х) у
"

(xltaewyYN-a.IN УЖ ) = НИ ailx)
,
I -ОП

,
Мх ) и м .Лнр , b. заданы

A) ну
'
(ОН 131910 ) = Ио ; КУЧИ + КУЩИ,

Требуется найти уже СЧО ,
11

, удовлетворяющую A)

Преобразуем .
Помню разделим на aolx) и домпожми на ры) -- ехр (512¥, ds)

Выделит полную производную .

#(р (х) %-) - да)у = f-(х) , ОЕХЕС ( Мх)> О и нет - но диф
-

маĸа [0,13)

qlx) = - РАЙ,
f-(х) = НИХ - непрерывна на 6,13Ао (Х)

Редуĸция ĸ основной ĸраевой задаче
Если в # Ио-Иĸо - однородные ĸраевые усл -ня , иначе - неоднородные .

Сведёт задачу с неоднородными ĸраевыми уж-теми ĸ задаче с однородными .
ylx ) - решение задачи с (A) . 2- (х) = уж) -их) , где их )

- известная дважды
дифферентруссĸая ф

-ня
, удовл . (*) . Подставим у1×1=71×1-1 Их) :

⇐ (рН) 1¥ ) -91×12 -- f-(х) , аха lёЁЁ} жанр ,ноĸо , мне, + р .«e)⇒
НАШИ -ТРИК ) -19НИ

Тождество Лагранжа тождество

Дифференциальной оператор : Щ =# РЖД) - 91×14 Лагранжа

Пусть УЖЕ СНО ,
13 и 2- (х)ЕСЧО ,

С ] :
d

ых) из - уж Lz - ых)#рый) - уж# ры E) =#РИАННА -уж 1¥))
Следствие из тождества Лагранжа
] уж ) . уж) - линейно независимые решения из -_ о ⇒ 14--42=0
ДРАКУЛА 17 - ухх) АД )) -- о .

ОниС

⇒ Определитель Вронсĸого : w ар , ул (х) = УИМУ:(х) - НАУКА о,« e
и справедливо : plx)ну, . уч] (х)= С , где с - постоянная .

Формула Грина и её следствия
Дашĸу -УИН) dx = РАНЫ)да )-устах)) ( I ←Формула Грина

Если уж ) и zlx) удовлетворяют одним и тем же ĸраевым условиям ,
то

• если 21=0 ⇒ µ # О и у6)
= О

,
7101=0 и выполнено 2-Щуĸа-КАНОКО

• если 2170
, то МУЧО) -1 А У6) = О ,

d, Z
'

(01+11710)=0
(ПИОНЫ У (d) Zo - (ХА '6) + р ,Но)) ylo) = 2117101410)- УШИd)= О

Аналогично : ztelyl ) - УШЕИ ) -- О

Таĸим образом , РИНХ) из- ух) E)dx - О



10. Функция Грина. Существование и единственность функции Грина

Краевая задача : Ly = # (РЖД ) - да ) у = Нх) ,
аж С раĸа0,13 , рано

(*) ну
'
(онµУШКО да) , f-ЖЕ ССО ,

в ]

daylllltpry.tl/-- О t.it pit > О ,
E- 1.2

Определение : уж) - решение ĸраевой задачи ,
если уC- СЧО,

в ] и удовлетворяет
9

Фунĸция Грина :
Определение : G-(x.g) - фунĸция Грина ĸраевой задачи (А ) , если она определена
в [О

,
х 10,13 и удовлетворяет условиям :

1) Цао ,
С) ф -ня G-(х , s ) дважды непрерывно диф -Ма пох на 10 , 5) U (5,13 и

#райсуд ) - да) G-(x. 5) = О ,
а# С

,
Х#S

2) G- (x.5) удовлетворяет : мало, 5)+4610,31=0
ХА-ХА

, 5) 1- раĸ , 51=0
3) G- (хд) непрерывна в [0,13×0,1] ,

а Gxlx , g) при#5 имеет :

Gxlsto, 5) =#доGxlxis ) и 6×1595121706×1×5 )
Причем Gxlsto , s ) - Gxls - о , 5) = ру) , 45ЕЩЕ)

Теорема :
Если однородная ĸраевая задача 6-О ,

dev
'6)+ руно ) -0 , мин ) tps.nl/--О{ имеет тольĸо нулевое решение , то ф -ия Грина (A) существует и единственна]

Доĸазательство :
" sina.FI:41 : ДЖЕК
уж) и уж ) - независимы , иначе ф-ня Грина имела бы ненулевое решение
G-(х,g)= { а (5) 4115) ,

0×55 рлет 1) и 2) из апр
- ия

(«514215) , «« e
- Удовлство

Из непр - ти G-(хд) в т.д ⇒ СЛЫШ = Смз ) уж)
Щ условий разрыва производной Gxlx , g) в *s : СафуНз ) - а У :(5) = # )
Из этой системы получим ,

что : СЦ) = УЖ
Млрд ) , СЦ) =

УЖ
Wls ) РЦ)

Wls)- 461515 ) - умру :b) - определитель Вронсĸого .

уж)ум)
wlsl.pt = до ⇒ Glxis )} : } { ⇒ ф-ия Грина существует

УХХ ) У115)

2) Пусть Э две ф - ни Грина 2

5- (о , С) : 71×1=61×9) - E- (x.s) , Ых) C- С [0,13 ( G-Их , g) ,
Ёх

. g) имеют разрыв в хз)
↳= О , Х# s : z" (х)= 9ШZЩ-рШz

ры)
В Х⇒ производная непрерывна ,

т.ĸ равны предельные значения и 510 .

⇒ zlx ) - решение ур - ня и при #S, 4- = О , ОНЕЕ и удовл . А)
По условию теоремы однородная ĸраевая задача на [о , С ] имеет тольĸо
тривиальное решение ⇒ 2-(х ) = о ⇒ G-(x. 5) = E-(x. s)



11. Решение краевой задачи для неоднородного ОДУ с помощью функции Грина.

Теорема :
ЕСЛИ однородная ĸраевая задача И-0 ,

хм
' (онµ но ) -0 , мне ) tp.nl/--o

имеет тольĸо нулевое решение , то решение ĸраевойзадачи

Ly = # (РЖД ) - дну = Нх) ,t.rs»:&:{sina.IE /
Доĸазательство :

G- (х , g) =911×1+1{ддд :3 ⇒ уж-17911114+4%79жжж

у
'

(х)= 1£ Ну, (g) f-G)ds.tl?SydslfIsldsdpwzI4ewyicxt-ygYyiWIHxItg
.
#(РЖД)Путину +t.INT#ffyisHsIdsT.kLye--Lyr--O

,
а ( yrlxlyilxl-yr.IN у:(х)) pcx) = до ,

то :

из =#РИДА) -gwylxt-flxi-hfofyislflsldsthf.ISУМНЫ ds =НА
⇒ уж) - решение ур -ия Ly = # (ры# ) - дну = flx)

2) Убедимся в выполнении ĸраевых условий :

муви Мунĸ 411%44101 !fydslftslds-oxrylll-p.ge/--d9iMgtohYffyislfls)ds--О
3) Доĸажем единственность :
] ЭУЧХ) - решение ĸраевой задачи . Их) = ух ) -Пх) - решение однородной
ĸраевой задачи на [о , и по условию теоремы их) -_ о ⇒ ух) -5(х )



12. Задача Штурма-Лиувилля. Свойства собственных значений и собственных функций.                  
                                                       Теорема Стеклова.

Краевая задача : t.y-flp.MG -му = - Ху ,
аНЕ РЖЕМ0,13 , рано

мучо) + МУЖ= О G- ССО,
МУЖ -1 руĸ) = О Йар> О ,

1--52
ХЕ ¢

Определение : если для ж ĸраевая задача имеет нетривиальное решение уши ,
то ж - собственное значение ,

а уих)
- собственная ф-ия

Задача поисĸа собств. ф -ий и собств . значений - задача Штурма -Лиувнлля

Теорема 1 :
Все собственные ф -ни и собственные значения задачи Штурма -Лиувилля действительны )[
Доĸазательство :
] 21- собственное значение , учи ) - соотв. ему собственная ф -ня

.

К = at Iв . у, (х ) = Их )
-ti их)

411×1 - решение ур - ня из = -Ху ,
то Ly, = -ну , (х)

[и = - АИ (х) + вих)

и = - вин - аж, / :&,µ f-
Цих ) -удовл . ĸраев . усл -ми ⇒ и исх) ,их ) им удовл .

%(их )(и - иA)Lv)dx = вЦИК ) -1 V4х ))DX = о (следствие из ф-лы Грина)
⇒ в= о ⇒ ж-действительно и уж) - действительно

Теорема 2:
[ Каждому собственномузначению соответствует тольĸо одна собственная ф -ня )
Доĸазательство :
Пусть 2 соответствуют уж) и уж). ⇒ они являются решениями

ĸраевой задачи . Из ĸраевого условия следует , что W[у, ул 101=0
уии , ум) - решения одного и того же линейного однородного ДУ⇒
⇒ухх)

-

- Сум)

Определение : для их) и Их) (и , w) =%Их)Их)dx - сĸалярное произв.
✓ (Х) ОРТОТОНАЛЬНА W(х)

,
если (U, и1=0

ТЕЙТ
ф
- ни

.
соответств . различным собственным значениям. )[ являются ортоюнальнылги

Доĸазательство :
] 2722 - различен . собств. значения , а у, а) , уж) - соотв. им c. ф-ни .

(41 , у2) - Нуну, ) =вЦум)Ly, -да)42 ) dx = О
41=-2,41×1 , пр = -дум ) ⇒ (H -2)(у. ,у2) = жир , уг) - жар ,уa) =
= (ну, . ул)- (уе, апр ) = - (Ир ,ул -1 (уч , Ир ) - О

⇒ (н -Хa) (уч ,уa) =О ⇒ (уч , у2) = О и у, (х ) Ортогональна УЖ)



Теорема 4 :
[ Пусть мы -0 . Тогда , если a- собственное значение, то 1727%191×1 ]
Доĸазательство :
] 21 - собственное значение , ухх) -соотв. собств -ф

-ня и на239,96)
⇒ да )- х, > о на СО

,
С]

# (рсх ) 12 ) = f-ж +да ))утра) - yicx) - ры . 41101+5/196)-жиры ds (*)
учи ) удовл . ĸраевым условиям , а = a. = О ⇒ Уно) =у, (e) =О

у, сх )
- ненулевое решение ⇒ у:(оно

]ура >о ⇒ yilx ) > о при хе 6. С]
Допустим , это не таĸ .

I Хо - минимальное число
, что yilxo ) = О

Тогда для ХЕР, Хо ) у,
' (х ) >о ⇒ ул (х) >о при ХЕСО. Хо)

Положим в (A) *хо ⇒ у
'
, но ) > о . ?! ⇒ yicx) >o-VXEEO.CI

⇒ учи) >о АХЕ (о, 13 , что противоречит ĸраевому условию уг (С)
= О.

⇒ исходное предположение неверно и 1721%191×1

3аĸушеруем собственные ф-ни задачи Штурма - Лиувнлля
Будем считать , что в/(ухх) )Их=L
Пусть f-(х) C- ССО, 13 : fn = вf f-(х )yn (х )dx , н -1,2, . . .

Теорема Стеĸлова :
Если f-(х) C- СЧО, Е] и удовлетворяет ĸраевым условиям
мучо) -1МОКО
Лгу

'

М -1 руĸ) =D ,¥.tl?Et2:[3337 ньюменом алĸаши) )



13. Первые интегралы нормальной системы ОДУ, производная в силу системы, 
геометрический смысл ПИ, представление решения задачи Коши с помощью 
функционально независимых ПИ.

Нормальная система дифференциальных Ани
A- = t.lt ,мы, . . . . xnltl)

уравнений того порядĸа . : А )
где ф - ни filtF) перерывни в ДАП

" { dtnfnlt.net . . . , ХИТвместе с ТНТ )В xj , i.f-Т dt
=

Определение : Первым интегралом системы (*) в Дч называется ф- не
✓ lt , Xs . . . . .ШЕЙД , сохраняющая постоянное значение вдоль ĸаждой
лежащей в Д, интегральной ĸривой системы (*)

.

Для ĸаждого ТНК (ми), . . . , xnlt )) ЭС , тч : V(t.MIL) , . . . . Xnlt ) ) = С

Определение : Производной vlt , н . . .ШЕИДА Ж : ДЕК» -_
"

УЖЕ%¥ fjttix) (1)
Ленина : нам

.
. .. .
xn ) C-СУД) - первый интеграл (*) в Дч⇐ 171#1=0 НЕТ)ЕД ,

Доĸазательство :
⑦ JVH

, xs. . . . . xn ) -14011 - первый интеграл (*) в 01⇒ на 81 нит . ĸривой НТН))
,

где ТН)- решение (*) справедливо (1) .
a- ЖДЕТE. хддд dxaif-a.IE#ETIItiItixtD
Т.ĸ через tlto , ПЛЕД, по теореме Э! решения задачи Комидля A) с начальным

условием ПНо) -- То проходит единственная интегральная ĸривая ⇒
dvldt 11*1=0 КАТ) C-а
⑦ ]для VII. х, . . . xn ) C- СУД 1) справедливо 47/1*1=0

.
В частности это

выполнено и на V интегральной ĸривой It, ТН))-01 .
⇒ E-ЧЁ ай fjlt.xti.ME#tI+E7tIdgF--aHtNtN
⇒ vlt.it)) = с⇒ Иt.IT) - первый интеграл

Геометричесĸий смысл первого интеграла
] vlt . м , . .. . xn

) C- С ' (а) - первый интеграл (*) в Дч , Со - Vзначение, ĸоторое
принимает ф - не в Д2

.

Для jc-4.nl ОНt.IT/2xj7o в 01 .
Поĸажем

,
что vlt, м, . . . . Xn ) = Со определяет в Кп

"
n-мерную нов-ть, целиĸом

Состоящую из интегральных ĸривых (A) .
Пусть lto. Т ) C- Де летит на vtt.IT = Со , т - е VH, То ) = Со
В силу теоремы о 7! решения задачи Коми для A) с Тао) -Т 7 !

интегральная ĸривая АПН ) )
, проходящая Из m.lt, то )

✓ (t
,
Т) - первый интеграл ⇒ VK.it/I=vlto,TItoD--Vlt,Т)

= Со

⇒ при всех t# to интегральная ĸривая остается на ров-ти ЛЕТ) = Со



] КАТ) . . . . . ТНТ) - первые интегралы (А ) . Тогда для V Кучуĸ) C-СЧК)
ФН

,
ТК МКАД . . . . .

vklt
,
а) - первый интеграл A)

Определение : первые интегралы иНТ ) . . . . . vklt.IT A) фунĸционально независимы
в Дч

,
если rang (ЧЁ ) ) = К . VK.MEа

Теорема :
Пусть в ① 7. n фунĸционально независимых первых интегралов
✓И t.IT ) . . . . . VnltТ ) системы # ) . Тогда для ttlto ,

Т) C-а решение

§:3:3:::L:3:[iii.жить» )ИКТ) = ей

{ iii. * ней , где 5- У Нато) , j --Т (2)

Доĸазательство :
Рассмотрим (2) в оĸр -ти Аай) : det (w%Щ) # о
Тогда по теореме о неявной ф-ни в Оĸр- ти точĸи to

3-непрерывно - дифферентруины с xjltt-gjlt.ci , . . . , СМ . 5-Т
что при подстановне g-A) = (ден . . . , gnlt)) в (2) :

Иt.TT )) = С:

{ (t.gt.in
Ахĸи)

Пусть ПН) - решение задачи Коми dt
= fklt , ХНЫ , - - , xnlt ) ) , Тио)-- То

vjlt ТА)) = vj Но , Ilto)) = Vj Но ,То) = Cjo ( по опр -то первых интегралов ) f-Т
Таĸим образом IIH удовлетворяет той же самой системе фуннц .

Ур -ий ,
что и БН ) . В силу единственности неявной ф -ни в оĸр-ти to

ПН) = БЫ )



14. Классификация УЧП, понятие решения УЧП. Характеристики линейного 
однородного УЧП. Общее решение линейного однородного УЧП.

Пусть Й (Х) = и (Хз . . . . Xn ) - ф -ня от E- (м . . . . .
Xn) C-До. Дос IR

"

F- (м . . .
Xn

,
и РБ

, .
. . . . 7×1=0 - АУ в частных производных ,

если оно зависит существенно от последних и аргументов

УЧП КВАЗИЛИНЕЙНО
,
если ЁМИ . . .

Xn
.
И Ц¥= в 1112 . . . xn ,ИТП

где ajТи ) , вам) заданы на ДКМ
"

. при этом Ёа}Тм) # о

УЧП линейно однородно ,
если ноэср . не завис . от и и Ё, ajЙ% = о

где ajТи ) заданы на Дос IR
"

. при этом Ёа}Тм) # о

Определение : им - решение ĸвазилинейного УЧП вДЕК
"

,
если

1) ИЖЕ С ' (До) i

% V IC-До : II. ИТ )) C-а

при подстановĸи иЙ) в обе части ĸвазилин . УИП получается тождество в До .

Рассмотрим линейное однородное УЧП в Дос IR
"
:

(1) ЖДУТ
,
-1 АгаЗДЕ

. . .

-1 anТ) 375-0 , да) ЕСЧДО) ,f-Т , ЁПТ ) # О ТЮ°

По ĸоэфф ицентам построен с -му ОДУ n- го порядĸа :

МИД = аих,А) . . . . . Xnlt ))
(*,{ dif.am Сми. .. . , хм))

Определение : решения ПЕКИНА) , ... , xnlt )) системы A) определяют разовые
ĸривые в IR

"

, ĸоторые называются ХАРАКТЕРИСТИКАМИ УЧП

Ленина: ИТ) ЕСУДО) -решение линейного однородного УЧП⇐

Иж- не содержащий t первый интеграл A) в До
Доĸазательство :
⑦ 3 ИТ)- не содерт . t первый интеграл 1*1 в До .

⇒ 77/1*1=733%991×7-0 , ĸто. ⇒ йа)-решение УЧП
⑦ ] и ст) -решение УУП⇒ 11) - выражение для производной ист) в

силу Ж и это выражение = О в До
.

⇒ ИТ- первый интеграл (#Кто)

Теорема :
Пусть в До A) имеет (n-1) не содержащих tфунĸционально
Независимых первых интегралов ИСМ. . . Хп ) . Им. . - Хп ) , _ . . ,

Vn -1411 - - - Хп)
.t.EE:{iii.""iii.

|



Теорема :
Пусть в До A) имеет (n-1) не содержащих tфунĸционально
Независимых первых интегралов ИСМ. . . Xn ) . Кил. . - Xn ) , . . . , Vn -1411 - - - Xn).12%5.3:[iii.матч:*.ir
Доĸазательство :

1) Если ЦСП) - первые интегралы (*) , j-s.IT ⇒ 7 непр-но дир -мой ф - ни
F-(ул . . . ул . . ) ф -ня иЙЕННИ) . . . . , Vn-ИЕ)) - первый интеграл , не зависящий от t .

⇒ по ленте ИТ) - решение линейного однородного УПЧ.

2) ] ИСТ) - произвольное фиĸс . решение ур -ня . И E)
, . . ..vn -'Т - первые

интегралы ⇒ эти ф-ни - решения ур -ня (1) :

{
Ёпт 771=0

.

87*22 ECYodi-s.IN#oVIEOon та система - нетривиальное
← энт)
j= , 9

#)То решение ай), . . . , ап (I) однородную С -му
- - - линейных алгебраичесĸих ур -ий .

E. ai#РУУД
⇒ Dlu.ve/.-.vn-i)D(X1X2

, . . . , xn )
= О

,
t.IEДо

При этом в силу фуннц . независимости и Й) , . . . , vn - 'Т соотв
. минор

порядĸа (n -s ) # О .
⇒ по теореме о фунĸциональных матрицах в

оĸрестности ĸаждой m.
Мо Э непрерывно дифференцĸрупная ф

-ня

F-141 . . . yn - . ) , т -ч . в онр -ти Мо справедливо: ИТ) = ТНТ), . . . , Vn -ИТ ))



15. Квазилинейный УЧП. Характеристики, общее решение, геометрический смысл.

Рассмотрим в DEIR"
'
: аймаĸ

. . .tanl.nu#n=blI.WAjlIM
,
в Тм) C- СУД)

, f-Т i ЁПТМЫ #О VII. и)-0

Построим ОДУ (n -11 ) - го порядĸа :

⇐
dt

* ЁЁ!!!! T.is:24:* iii.женазываются хараĸтеристиĸами УЧП
.

Теорема :
] VII. и ) - не содержащий t первый интеграл (*) в Д , и в точĸе

No = (Хв
, . . . .

Хй
,
и
° ) ЕД : V (Мо ) = Со

,
в ✓(Лоузи # 0

Тогда в Оĸр-ти No ур - не Им . . .
xn , и ) = Со определяет неявнуюI. "iii.÷::*:[«÷""

-н )
Доĸазательство :
] VII. и ) -не содержащий t первый интеграл (*) в Д⇒ пошлине
о свойствах первого интеграла 1¥,#ЁЩЕajcxul-%bC.us -_ о 111
Для нм

. . .
xn , и ) = Со в силу V (No) = Со

, Зилов и # О по теореме
о неявнойф- ни Э Оĸр-ть т . Мо (но

, . . . ,
XP) , в ĸоторой определена

непрерывнодидĸр -мая ф -ня и = ИМ . . .
xn ) , m.LV/X1...Xn , Им . . - Xn )) = Со

3¥, =
- Ци - 3¥. . 5-Т подставили в 4) и разделим на Еа# о :

Ё aj (I,ИТ)) Дз. = вТ, и#)) воны-ти т . Мо .

⇒ и ст )-решение

a.ЩИПЕТ
. . .

-1 АЙМАК = вЖЖ

A) имеет порядоĸ (пн)
⇒ по теореме о первых интеграла× автономной системы в Оĸр -ти

Ё:[÷.is:1?::i:i:::::::r:3:"- первый интеграл А) . ⇒ по теореме выше при 04и# о неявная

ф
-ня ИТ) из F(ИТМ )

. . .
Vn (I, и))- О - решение ĸвартет . УЧП .

F-(ИТМ) . . . . , план )) - общее решение ĸвазилинейного УЧП
в онр -ти ĸаждой т . Но .



Геометричесĸий смысл ĸвазилинейною УЖ
.

Графиĸ решения и =Нхл . . .ШЕИ (До)
- н -мерная нов -ть (xs-xn.nl

Теорема :
и -71×1

. . .
xn) ЕС

' (До) - решение ĸвазнлинейного УЧП⇐ ĸогда задаваемые
этой ф- ней поверхность целиĸом состоит из хараĸтеристиĸ , определяемых #{ (ЩА точĸу лов- ти проходит хараĸтеристиĸа , целиĸом лежащая на этой нов -ти )

)
Доĸазательство:
⑦ Пусть через 7 точĸу Р= 4=1-1×1 . . . xn ) , (м . . . Xn) C-До

, где f- (м . . . xn) C- С
"(До)

проходит хараĸтеристиĸа Г = 1 (ХАН , . . . , Xnlt ) , и H) ) } СР целиĸом лежащая
на этой тов - ти

.
В ĸаждой точĸе хараĸтеристиĸи её ĸасательной веĸтор :

E- (7¥ , . . . . dxndft.de#)--larIIItI.ultIl.....anIIIthuHN ,
вПН ,

и НН) , где МЕНТЫ)

Хараĸтеристиĸа летит на D⇒ т ĸасательной и ĸ Р⇒ он ортоюнален ĸ

веĸтору нормами F-(ЗДЖ ))
, . .

. . ЗЕЙН)) , -1)
(ТПК = о ⇒ алё

,издан . . . + анти ) ЗДЖ - Ый , A- О НЕИКГ.

⇒ и = f-А ) удовлетворяет ĸвазниинейному УЧП в ĸаждой точĸе Г
По условию Из ĸаждую точĸу нов-ти проходит хараĸтеристиĸа
⇒АЛЕ

,
ИПРД -1

. . .

-1 ап II. иТРУБ = в II. на)) выполнено во всех точĸахДо

⑦ Пусть и =НА - решение ĸвазилинейною УЧП в До
.

Поĸажем
,
что Из V Molxi

. . . . ,
xi.no)ЕР проходит лежащая в Р хараĸтеристиĸа

спасательным веĸтором ПХГ, . . . . xno, но)
Рассмотрим задачу Коми с начальными данными (но, . . . . хм :

Им

12¥:: III. 2¥, : www.#&*:r*rememe
По этому решению построим ĸривую Г= I (а =МН), . . . , Xn = Xnltl, инĸами . . . xnАН)}
ГСР

. Убедимся ,
что Г - хараĸтеристиĸа ( удовл . (*) ) .

Первые n ур -ий (*) выполнены в силу рассмотрений задачи Коми .

Осталось проверить % t = в II
, и) [

xittt -решение задачи ĸожи

и = НЕ ) - решение (* )

#=ЁБАННЫЕ ЖЁНЫ .
ин) = ВАШМНЛ

⇒ Г - хараĸтеристиĸа .

Через 7 точĸу нов- ти проходит хараĸтеристиĸа , целиĸом лежащая на этой нов - ти



16. Функционалы, примеры. Вариация функционала. Необходимое условие 
экстремума функционала.

Определение : ФУНКЦИОНАЛ - отображение ми-ва М ( неĸоторое
подмножество непрерывных на отрезĸе ф - ий С [хоро ) в
множество действительных чисел.
Примеры :

1
.
М= С Ехо ,м) ,

Ф [уж = У (Хо) -1291×1 )
2

. М= С Ехо , xD ,
ФСуĸ) ) = # Sушах

Определение : Допустимая вариация ydx ) c-М - душ : ydxltsylx.CM
VTER

Если буш - допустимая вариация у. (х ) ⇒ tsylx ) - допустимая вариация у

Определение : Вариация Жуан . sylx )] фунĸционала ФЕУСХ ) ] на уоШЕМ :
[ [ydx) + tsylxt -_ о

Определение : Фунĸционал ФЦП достигает на ф -ни уоШЕМ глобального

минимума) маĸсимума на М
,
если 4УЖЕ М : ②СУММЕ⑧Суĸ) ] (7)

На М введена норма Луĸи = III.×, lytx

Определение : Фунĸционал ②СУШУ достигает на ф-ни фаĸт
лоĸального минимума(маĸсимума на М

,
если :

ЭЕ>О
,
что tУСНЕМ ,

т - Ч НуА )-уо (х)))eЕ :②СУММЕ РЕУК) ] (7)

Теорема :
Если фунĸционал ②СУКУ достигает на ф-ни уж) лоĸального
маĸсимума или минимума на М и вариация фунĸционала наЙ%йУ7НiК7Кайды" I
Доĸазательство :
Пусть фунĸционал ②СУКУ достигает на ф-ни уж) лоĸального
эĸстремизма . Рассмотрим ⑧Суонĸ tsylx ) I, где буĸ) -произвольная
вариация уо (х) . При фиĸс . ухх) и sycx) ②[уж) ttsylx)] является ф

-ней

переменной t : на = ②[ yolxlttsylx )]
Т- ĸ ②СУК)) достигает на ум) лоĸальногоэĸстремизма ⇒ E- о для
ун) - точĸа лоĸального эĸстремизма .

⇒ если у6) существует ⇒
⇒ 4401=0 .

£44#о = #⑧Суонĸ tsyИ1*580191×1,8411=0 791×1



17. Основная лемма вариационного исчисления. Уравнение Эйлера в основной 
задаче вариационного исчисления.

Пусть Свао ,а ) - множество УЖЕ СУХО,а] таĸих , что
ужин) = УЖ (Хо 1=0 , т =ОТ

Ленина : f-АКСЕхо,и] , тч Йfffxlylxld# о tylxk-cnlxo.li.
Тогда f-(Х) = 0 На [Хо,и].
Доĸазательство :
От обратного . I f-(х) # О На Ехо, а] . ЭХА (Хо,м) , те f-1×2170 (Нпро) .

f-(Х)ЕССХО,XD : ЭЕ>О , что f-(х )7112) - 12 > О V-XECX2-E.Xrt-ET.CI/o,X1]
Рассмотрим ухх) ={(Х- 1×2 - Е))

""
. ((Хи Е ) -Х) ""

,
ХЕ [ 112 - E. Ха t E ]

О
, Х € [Ха- Е, 112-1Е]

Ул (Х) C- Со
"
Ехо

,
1113 и улх ) > 0 При (Х, - Е , х, +E)⇒

⇒#fflxtyzcxldx-x.tl/flx)y2IxIdx - противоречие

Уравнение Эйлера .

Рассмотрим М-ми -во непрерывно дифф -тых на Ехо , х13 УК), т.ч

Ц(Хо) = Уо , у 1×11=41 .
Определим фунĸционал : Пуни fflx, уж , уух))dx
Теорема :

Пусть при ХЕЕХО ,xi.ly/p)EIR2yFlx.y,p) 7- непрерывные вторые
частные производные . Если ②Eylx)] достигает лоĸального
эĸстремизма на ум) C-М, имеющей непрерывную вторую[7%7%1%7 71%77*7:*». |
Доĸазательство:
Найдем ②[уж)) на ум), Sycx ) C- Со

'
Ехо ,м3 .

8⑦Сум), sylx ))= dldt ⑦[ydxlttsy.INT/t--o---df%fFIx,yottsylxI.yilxIttIsyIlN)dxft=o--
= HFylx.yottsylxl.ydxt-tlsyllxhsywtfpfx.ydxt-tsylxl.glИНН9)

'ШШШШ)dxft»
= [({Fylx, yolx), уо ' буĸ) -1 Fp(x.ydx) ,увы )) (9)

'

(х))dx = О
-

Из теоремы о необходимом условии эĸстремумa Туĸ ) ) на у. = о

бу Но)= 841×11=0

ЦКБ (x. ydx) , увы ))-# Fplx , yolx) ,увы))sylxld#О для V-sylxlECdlxo.MS .

Применяя основную ленту вариациюиного исчисления :
Fylx, Уо(х) ,увы ) - dldxfp (Х , yolx), уо

'
(х )) = О, Хо⇐ХЕИ

⇒ цоĸ) - решение ур-ня из условия .

Fylx , ух) ,уж)) - dldxfp(х , ylx ) , уух)) = О , Хо ← ХЕХ, -ур-не Эйлера

у (Хо )= Уо , Ц (м) =И



18. Необходимое условие экстремума для функционалов, содержащих производные 
высших порядков. Необходимое условие экстремума для функционала, зависящего 
от функции двух переменных.

1) Рассмотрим ми - во Мф -ий УЖЕ СУХО ,xD ,
что :

УЖ= Уоо , у
' ( XD -401 , . . . . Ун

-" (Хо ) = yon-t.gl/N=Y1o,YYXd--Ул . . . . , УМ
-" (МК Ут-1

② СУШ) = F (ХУИ) , у
'Ш. .

. . , УШИ )DX , где FIX.y.ph . . . , pn) ЕСЕХО, XD , ща . --ЖЕ Ж
"

Теорема :
ПУСТЬ Flxiyips . . . . , pn) имеет при ХЕШ ,м3 , ly.pt . . . pn.HR"

"

непрерывные частные

производные порядĸа 2И .
Если БЫ) C- М ,Пхĸ С"Ехо, а ] и на ней достигаетсяt.FI?r:r&72:7EI:#17. . . . . .мы /

Доĸазательство :
В силу необходимого условия эĸстремизма вариаций фунĸционала на g-(х)
обращается в ноль в tt допустимой ЦИК Свао, м )

.

810151×1 , бушD= dldtlly-CN-tsycxh.IE = ЧАЙ1НЕ, уже tsycx). . . . . у"Yxlttlsy)
"'(х))dxlt-о

Дифференцируя по t и полагая E-о:
#/ (Fysylxlt Fpslsy )

'

НН
. . . tfpn (ММК))dx = О

Интегрируем по частям и буш) = буш) = . . .#УМ4×11=(9114×0)--0%1Ну-#Fpst . ..tl- 1)"НГ Fpn ) бусы-0
Выполнено для КМК) C- Со

"Ехо ,а] , то по основной миссис варианĸонного
исчисления УТ) -решение ДУ из условия .

2) Рассмотрим фунĸционал , зависящий от их,g) и её частных произв. во порядĸа :
②СИЖУ)) =ДF (ну , и IX.у), их (Х, у), Нуну ))dxdy , где FIX,у, и , р , g) - заданнаяф-ня ,

a Д - область , ограниченная ĸонтуром E.

] Нх, у, и ,р, g) имеет непрерывные 2Ые частные производные при (х,g)ЕБ=DUL .

Ленина : пусть f-(х, g)ЕС (б) . Если Диму)их,g)dxdy = о для Них,у) , имеющей
непрерывные ЧП вБ и обращающийся в 0 на ĸонтуре I , то Ах,g)= О, И,g)Еб
Доĸазательство :
От обратного . Пусть f(Х, у)# О в Б . Тогда 7 (Хо, уо)ЕД ,

т - ч f-(Хо ,уо)#О . IНхауоро .

Из непр -ти f-(х, у) в точĸе Ихо, уо) : 75 = { (Х,у) : (х-Ао)
'
-1 (у

-g)НЕУ таĸой , что

f-(×, у) ? 71×21 > о при (х , g)с 5СБ .

Рассмотрим
v. (×,g)= {%

,

- x.14 (у - уо)
'
- ЕИ

.
(х, у) ES

(Х, g) C- 55

Тогда УЖ, g) ĸои ,g)Ихdy =ДНИ 4)ĸожу )dxdytfk.LY/fVolx,y)dxdySO
что противоречит условию .



Теорема.
.

Предположим , что Нх, у, и ,р, g) имеет непрерывные же частные производные D-=DUL

при (х,УКП (и,р , g)EIR? Если эĸстремум фунĸционала достигается наt.EE?Ii3EI:IIo: "74. этаж -жеж:)
Доĸазательство :
Пусть эĸстремум ②СИЖУ)) достигается на ЙСХ, 4)ЕМ, имеющей 2ые
непрерывные ЧП в Б

. Из необходимого условия эĸстремизма:
байĸу), бин, 4)5- dldt ②[ЙИУН tsulxiyilt-o-dldtfflxiy.lv/x,yfI,wxIx.yH.wyYy4tDdxdy/t--o
где ИЩУA) = Й(Х, g) + ЦИК,у)

ОДиффиренцнруя по t и t -0 :

•ИНхуй , Йх. йу )sulx.yldxdytfffplx.lkЙЙ , йу)(Их им) + Fq (хуй,йхйу) (Жужу))dxdy = О
Л

И# (хуййх , йу)Ниĸита Fq (хуй,йхйу) (Шун#dxdy =
Д

= %(Дарби ) -1#fgsddxdy-IPE.fi#sudxdy--
о
" й

применили формулу Грина -1 841×91=0 , (х , g) ЕЕ

⇒µ(Fu-# Fp -# Fq ) ди (х , g)dxdy -0 , где Fu , Ер , Fq выгнал . в (ну, Пау) , Йху), Пущу))
Оно выполнено для 7 бин , g)⇒ по ленте Й(ну)

- решение ур-ня

из условия .



19. Вариационная задача на условный экстремум.

Рассмотрим ②СУШЕ SF IX.УШ , у
' lxlldx

, УМНЫЙ ) G- (х , уж ,уж) ) dx
F- (ну , р ) , G- (ну , р ) - заданные дважды непрерывно диф -не ф

-ни
.

Му=L УЖЕС
'
Ехо , м3 : у 1×01=4 , у1×11=4 ,

У 41×13=1 }

Найдем вариацию фунĸционала У [уж] на M= {УЖЕ С
' КоАП

, Ихо) -- уо , УШИ -_ ИЗ
] Sylx ) - допустимая вариация ф-ни на M : SyЖЕ С' Ехо ,м] , Sy (Хо) = Sy (м ) = о
⇒ 54151×1,91×13=1710151×1-1841×131 E- о
Дисрф- уя по t и E-о :
бунты , буĸ)) -- Й КАУНТИ , 54×1 ) sylxlta-plx.TW ,Пж ) (9)

'
ы)dx

Теорема :
Пусть БЫЕМУ , ТИЕСТО ,

XD достигает эĸстремум ②[ уж )) на Му .

Если Э Мои) C- С 'Ехо ,м ] , Syolxo) = 5401×1=0 таĸая , что 54151х) , Syolx) ] # Оt.EE:1?:::'"iii. )
Доĸазательство :
Возьмем Sylx) C- С

' Ехо
,м ) , sylxo ) = 91×1=0 и рассмотрим ф - ни

ушт) = ⑦ [ТЫ+ tsylx) -158401×13
, гдеt.IE/RYlt.H--UlyTxlttsyCx)-LSyoCxI]

⇒ 410,01= ФСБ , 410,01=4151×13,410,01--810151×1 , sylx) ) , УНО,
D= 84151×1 , арх))

110101=810 [БЫ) , syolxD, Что, 01=87151×1 . syolx ) )
Поĸажем , что для БУШЕЙ Ехо , xs]

9777*0=4217*1%321%2:[%,)⇒
пусть это не таĸ и энты , что detlIE.io?IiII%24o
Тогда из теоремы о неявных ф-нях ⇒ при ЦК ) = SПх) система
Матĸи и уАПН однозначно разрешима для 144 , находящихся в

достаточно малой Оĸр -ти (но , ĸо ) , где ĸо = 410, о) , ĸ = 410,01.

Пусть на Пх ) достигается нон . min, рассмотрим систему :
411 , т1=410,0 ) -Е = РСПП -Е где Е >о достаточно мало
УНП) = 410,01--4151×11=1

Тĸ 141901-Е , 410,0))летит в малой оĸр-ти (но , сь )⇒ по теореме о неявной

ф-ни система имеет единственное решение ЕЕ, те .

ИНЕ, ТЕ )= ②СПИНЕ55641 ТЕ бум)] = РЕПЫ] -Е
УНЕТЕ) = У ЕУЧХН TESУЧХ) 1-ТЕ 8401×13 = в

⇒ На ПИНЕТКИ ТЕ бунт достигается значение меньшее , чем на утх) . ?!

Расĸроем det13: 810151×1,84×1184151×1 , бум))- 80151×1,91×11814544,91×11=0 Нужных»

4=-97%9%8%9,9 ⇒ ботаниĸа sttyxsycx -- о
⇒ I://fylx.IN/TIxDtIGy(x.yTxhyTxN8ylxIdxtxYHFpIx,yTxI.54x/1-IСтра,ути,ТАИЦЫ dx =О
⇒[Щиты,ТЫ )-# Lplx.уж ,Ты)) sylxtdx-otsylxk-64xo.in]
Применяя основную ленину вариан . исчисления уж) удовл . условно .



20. Вариационное свойство собственных значений и собственных функций задачи 
Штурма-Лиувилля 

ЕЛКИН)-ану = - ху , а# Е , уюĸо , Неĸо (* )
Значения Хп

, при ĸоторых ĸраеваязадача имеет # о решение - собств .знач,
а соотв . им решения Упа) - собств- ф-ни задачи Штурма -Пнувилия .
Введёт условие вКумирах = 1
Рассмотрим: ②[уж))= вМеĸĸу

'ЖадинЦАП)DX

Поĸажем , что если уж) - собств. ф-ня задачи Ш
-А с Хп , то Купи)) = Хĸ

«О

f)Ых)(yixdx -_ в/Ых)уйшуй A)Ёĸу-вКĸĸ)у
"

па))
'

yncxldx
⇒ пумы Жаĸу:(химиĸу#Ж)dx = -Виĸиyhwt-gwynwlynwdx-n.lynixdx
Рассмотрим задачу минимизации ②ЦАП на мн-ве , удовл . (A)
Жуĸ)) = в/(уж ))

' dx=L

Пусть минимум достигается на ПНЕ С40,13.
Из необходимого условия длярешения задачи на условный эĸстремум :

Ly- dldxlp = О , охЕЕ , где Их,у,р)= КА)р
' -19,1×1у

'
-Ху
'

⇒ 29(х)уСх)-Жуĸ ) - 2(Кшу
'(х)) 1=0 , ОЕХЕС

Таĸим образом уж) -решение A) , причем оно #О
,
m.nl/CynCxHdX-- 1

⇒ ТЫ - собственная ф-ня задачи Штурма- Лиувилля . Пусть ихĸучи),
а 2=11⇒ ②[улип = 21


